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Nous analysons le comportement asymptotique des solutions de problèmes du type
(Pε) :
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−div(σ ε(uε)) = f dans  = (0, L) × ′,
σ ε(uε) = λε(x1) tr(e(uε))I + 2με(x1)e(uε),
e(uε) = 1
2
(∇uε +∇ Tuε),
uε ∈ H10(;R3), f ∈ L∞(,R3),
(1)
lorsque les coeﬃcients de Lamé dépendent uniquement de la variable x1, sont bornés dans 
L1() et que 1με est borné dans L
1(). Nous déterminons le problème limite sous les 
hypothèses :
με

⇀m,
1
με

⇀ ν faiblement* dans M([0, L]), λε = lμε (l ≥ 0),
m({t})ν({t}) = 0 ∀t ∈ [0, L], m({0}) =m({L}) = ν({0}) = ν({L}) = 0.
(2)
Notre travail s’applique aussi à l’équation de la chaleur, étendant au cas anisotrope les 
résultats obtenus par G. Bouchitté et C. Picard (Appl. Anal. 61 (1996) 307–341).
© 2016 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Cet article est publié en 
Open Access sous licence CC BY-NC-ND 
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).
a b s t r a c t
We analyse the asymptotic behaviour of solutions to problems of the type (1) in the case 
where the Lamé coeﬃcients only depend on the variable x1, are bounded in L1(0, L), and 
1
με
is bounded in L1(0, L). We determine the limit problem under the assumptions (2). Our 
Adresses e-mail :michel.bellieud@univ-montp2.fr (M. Bellieud), S.A.L.Cooper@bath.ac.uk (S. Cooper).http://dx.doi.org/10.1016/j.crma.2016.01.004
1631-073X/© 2016 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Cet article est publié en Open Access sous licence CC BY-NC-ND 
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).
438 M. Bellieud, S. Cooper / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 354 (2016) 437–442method applies as well to the heat equation, extending to the general anisotropic setting 
the results of G. Bouchitté and C. Picard (Appl. Anal. 61 (1996) 307–341).
© 2016 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Cet article est publié en 
Open Access sous licence CC BY-NC-ND 
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).
Abridged English version
Let  := (0, L) ×′ be a bounded cylindrical domain of R3. We are interested in the asymptotic analysis of the behaviour 
of the solution uε to the elasticity problem (1) when the Lamé coeﬃcients λε , με only depend on one variable (x1), are 
bounded in L1(0, L), and satisfy the weak* convergences in the sense of the measures stated in (2). Our analysis does not 
cover the case of independent Lamé coeﬃcients. G. Bouchitté and C. Picard have established in [2], under the assumption 
(2), the weak* convergence in the space BV () (functions with bounded variations on ) of the solution in H10() to the 
equation −divμε∇uε = f to the solution to (the main result of [2] concerns a more general nonlinear convex problem with 
mixed boundary conditions)
min
BV ν,m0 ()
1
2
∫

∣∣Dν⊗L2Dx1u∣∣2 dν ⊗L2 + 12
∫

3∑
α=2
∣∣∣∣ ∂u∂xα
∣∣∣∣
2
dm ⊗L2 −
∫

f u dx,
BV ν,m0 () :=
{
ϕ ∈ BV ()
∣∣∣∣∣
Dϕ 	 ν ⊗L2, Dν⊗L2Dϕ ∈ L2ν⊗L2(;R3)
ϕ ∈ L2m(0, L; H10(′)), ϕ = 0 on ∂
}
, (3)
where ϕ is the precise representative of ϕ (equal at x to the limit of the averaged value of ϕ on balls centred at x, whose 
radius tends to 0 if this limit exists, to 0 otherwise, see [3, p. 46]) and Dν⊗L2Dϕ denotes the Radon–Nikodym derivative of 
the vector measure Dϕ (gradient of ϕ in the sense of distributions) with respect to ν ⊗L2. We extend their result to the 
case of elasticity by appropriately developing their analysis in the setting of functions with bounded deformation. We prove 
that the limit problem associated with (1) is
(Peff) := min
u∈BDν,m0 ()
1
2
a(u,u) −
∫

f ·u . (4)
The space BDν,m0 () is deﬁned by
BDν,m0 () =
{
ϕ ∈ BD()
∣∣∣∣∣
Eϕ 	 ν ⊗L2, Dν⊗L2Eϕ ∈ L2ν⊗L2(;R3)
ϕα ∈ L2m(0, L; H10(′)) α ∈ {2,3}, ϕ = 0 on ∂
}
, (5)
where BD() is the space of functions with bounded deformation (set of the elements ϕ of L1(; R3) whose symmetrized 
gradient in the sense of distributions Eϕ is a vector measure, see [5]). We show that the mapping deﬁned on BDν,m0 () by
‖v‖BDν,m0 () :=
⎛
⎝∫

|Dν⊗L2Ev |2 dν ⊗L2
⎞
⎠
1
2
+
⎛
⎝∫

|ex′(v )|2 dm ⊗L2
⎞
⎠
1
2
, (6)
where ex′ (v ) := ∑3α,β=2 12(∂vα∂xβ + ∂vβ∂xα
)
eα ⊗ eβ , is a norm which turns BDν,m0 () into a Hilbert space. Setting (v ) =
Dν⊗L2Ev , the mapping a(., .) is the continuous symmetric bilinear form on BD
ν,m
0 () given by
a(v , v ) :=
∫

1
l + 2
∣∣∣ltr ((v )) + 211(v )∣∣∣2dν ⊗L2 + 4 3∑
α=2
∫

|1α(v )|2dν ⊗L2
+ 4
∫

|e23(v )|2 + 4(l+1)l+2
(
|e22(v )|2 + |e33(v )|2 + ll+1e22(v )e33(v )
)
dm ⊗L2.
We prove that a is coercive on BDν,m0 ().
Theorem 0.1. The space BDν,m0 () endowed with the norm (6) is a Hilbert space. The bilinear form a is continuous and coercive on 
BDν,m(). Under the assumption (2), the solution uε to (1) weakly* converges in BD() to the unique solution u of (4).0
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the type (8), where A is a symmetric positive deﬁnite 3 × 3 matrix satisfying A11 = 0. The limit problem takes the form (9)
where BV ν,m0 () is the Hilbert space deﬁned by (3), (10), with ∇ x′ v :=
(
0, ∂v
∂x2
, ∂v
∂x3
)T
. Setting ξ (ϕ) := Dν⊗L2Dϕ , the 
map a(., .) is the coercive continuous bilinear form on BV ν,m0 () given by (11).
Theorem 0.2. Under the assumption (2), the sequence of solutions to (8) weakly* converges in BV () to the unique solution of the 
problem (9).
1. Introduction et énoncé du résultat
Soit  := (0, L) × ′ un domaine borné cylindrique de R3. Nous nous intéressons à l’analyse asymptotique du problème 
d’élasticité (1) lorsque les coeﬃcients de Lamé λε , με dépendent d’une seule variable (x1), sont bornés dans L1(0, L), et 
satisfont les convergences étoile faible au sens des mesures (2). Notre analyse ne couvre pas le cas de coeﬃcients de Lamé 
indépendants. G. Bouchitté and C. Picard ont établi dans [2], sous l’hypothèse (2), la convergence faible étoile dans l’espace 
BV () des fonctions à variation bornée sur , de la solution dans H10() du problème −divμε∇uε = f vers la solution 
du problème (3) (le résultat principal de [2] concerne un problème plus général, convexe non linéaire, avec des conditions 
aux limites mixtes), où ϕ désigne le représentant précis de ϕ (égal en x à la limite de moyennes de ϕ sur des boules 
centrées en x dont le rayon tend vers 0 si cette limite existe, à 0 sinon, voir [3, p. 46]), et Dν⊗L2Dϕ désigne la dérivée de 
Radon–Nikodym de la mesure vectorielle Dϕ (gradient de ϕ au sens des distributions) par rapport à ν ⊗L2. Nous étendons 
ce résultat au cas de l’élasticité non linéaire en développant leur analyse dans le cadre des fonctions à déformation bornée. 
Nous montrons que le problème effectif associé à (1) s’écrit
(Peff) := min
u∈BDν,m0 ()
1
2
a(u,u) −
∫

f ·u . (7)
L’espace BDν,m0 () est déﬁni par (5), où BD() est l’espace des fonctions à déformation bornée (éléments ϕ de L
1(; R3)
dont le gradient symétrisé au sens des distributions Eϕ est une mesure vectorielle, voir [5]). Nous prouvons que la norme 
déﬁnie sur BDν,m0 () par (6) où ex′ (v ) :=
∑3
α,β=2 12
(
∂vα
∂xβ
+ ∂vβ
∂xα
)
eα ⊗ eβ , confère à BDν,m0 () une structure d’espace de 
Hilbert. Posant (v ) = Dν⊗L2Ev , la forme a(., .) est la forme bilinéaire symétrique continue sur BDν,m0 () donnée par
a(v , v ) :=
∫

1
l + 2
∣∣∣ltr ((v )) + 211(v )∣∣∣2dν ⊗L2 + 4 3∑
α=2
∫

|1α(v )|2dν ⊗L2
+ 4
∫

|e23(v )|2 + 4(l+1)l+2
(
|e22(v )|2 + |e33(v )|2 + ll+1e22(v )e33(v )
)
dm ⊗L2.
Nous montrons que a est coercive sur BDν,m0 ().
Théorème 1.1. L’espace BDν,m0 () déﬁni par (5), muni de la norme (6) est un espace de Hilbert. La forme bilinéaire a est continue et 
coercive sur BDν,m0 (). Sous l’hypothèse (2), la suite (uε) des solutions de (1) converge etoile faiblement dans BD() vers l’unique 
solution u du problème (7).
Exemple. Supposons que με soit donnée par
με = μ1
(0,L)\
(
L
2−ε,
L
2+ε
) + 2ε1( L
2−ε,
L
2+ε
).
On obtient alors ν = 1μL1 + δ L
2
, m = μL1, et, posant  := {L/2} × ′ , − := (0, L/2) × ′ , + := (L/2, L) × ′ , on trouve 
BDν,m0 () =
{
ϕ ∈ H1( \ ), ϕ = 0 on ∂}. De plus, Dν⊗L2Eu = e(u)1\ +(u+ −u−) e1H2 , où u− (resp. u+) désigne 
la trace de u à gauche (resp. droite) de  et a  b := 1/2(a ⊗ b + b ⊗ a). Notant σ (u) := λ tr(e(u))I + 2μe(u), la forme a
s’écrit :
a(u,ϕ) =
∫
\
σ (u) : e(ϕ)dx+
∫

(l + 2)(u+1 − u−1 )(ϕ+1 − ϕ−1 ) +
3∑
α=2
(u+α − u−α )(ϕ+α − ϕ−α )dH2.
Le problème (7) est alors équivalent à
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⎧⎪⎨
⎪⎩
− divσ (u) = f dans  \ , u ∈ H1( \ ;R3), u = 0 on ∂,
(l + 2)(u+1 − u−1 ) = σ11(u−) = σ11(u+) sur ,
u+α − u−α = σ1α(u−) = σ1α(u+) sur  pour α ∈ {2,3}.
Cas de l’équation de la chaleur anisotrope. Nos résultats s’étendent à l’étude de problèmes du type
(Pε) : −div(μεA∇uε) = f dans , uε ∈ H10(), f ∈ L∞(), (8)
lorsque A est une matrice symétrique déﬁnie positive vériﬁant A11 = 0. Le problème limite s’écrit
(Peff) := min
u∈BV ν,m0 ()
1
2
a(u,u) −
∫

f u, (9)
où BV ν,m0 () est l’espace de Hilbert déﬁni par (3) associé à la norme
||v||BV ν,m0 () :=
⎛
⎝∫

|Dν⊗L2Dv|2 dν ⊗L2
⎞
⎠
1
2
+
⎛
⎝∫

|∇ x′(v)|2dm ⊗L2
⎞
⎠
1
2
, (10)
où ∇ x′ v :=
(
0, ∂v
∂x2
, ∂v
∂x3
)T
. Posant ξ (ϕ) := Dν⊗L2Dϕ , l’application a(., .) est la forme bilinéaire continue et coercive sur 
BV ν,m0 () donnée par
a(v,w) :=
∫

A−111 (Aξ (v))1(Aξ (w))1dν⊗L2−
∫

A−111
(
A∇ x′ v
)
1
(
A∇ x′w
)
1+A∇ x′ v·∇ x′ wdm⊗L2. (11)
Théorème 1.2. Sous l’hypothèse (2), la suite (uε) des solutions de (8) converge étoile-faiblement dans BV () vers l’unique solution u
du problème (9).
2. Résumé de la preuve
La démonstration repose sur la construction d’une suite (ϕε) de champs tests. Elle est déduite d’une famille de suite 
((ϕkε)ε)k∈N déﬁnies à partir de sous-ensembles ﬁnis Ak de [0, L] satisfaisant⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Ak =
{
tk0, t
k
1, . . . , t
k
nk
}
, Ak ⊂ Ak+1 ∀k ∈N,
0 = tk0 < tk1 < tk2 < . . . < tknk−1 < tknk = L,
ν
({
tkj
})
=m
({
tkj
})
= 0 ∀k ∈N, ∀ j ∈ {0, . . . ,nk},
lim
k→+∞
sup
j∈{1,...,nk}
∣∣∣tkj − tkj−1∣∣∣= 0.
(12)
Posant Ikj :=
(
tkj−1, t
k
j
]
, notant jx1 l’entier tel que x1 ∈ Ikjx1 , on déﬁnit φ
k
ε(x1) :=
νε((tkjx1−1,x1))
νε(Ikjx1
)
. On ﬁxe v ∈ BDν,m0 () arbitraire 
(prolongé à R3 par 0), δ > 0 et on introduit sa régularisée partielle
v δ(x) := v (x1, .)  ρδ,
où (ρδ) est une suite régularisante dans D(R2). Pour alléger les notations, on pose ϕ := v δ . Le champ test est l’élément de 
H1(; R3) donné en fonction de ϕ par
ϕkε1(x) :=
1
l + 2
⎛
⎜⎜⎝
∫
Ikjx1
ltr
(
(ϕ)
)
(s1, x
′) + 211(ϕ)(s1, x′) dν(s1)
⎞
⎟⎟⎠φkε(x1)
− l
l + 2
3∑
α=2
x1∫
tkjx −1
∂ϕα
∂xα
(s1, x
′)ds1 + ϕ+1 (tkjx1−1, x
′),1
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⎛
⎜⎜⎝
∫
Ikjx1
21α(ϕ)(s1, x
′) dν(s1)
⎞
⎟⎟⎠φkε(x1)
−
x1∫
tkjx1−1
∂ϕ1
∂xα
(s1, x
′) ds1 + ϕ+α (tkjx1−1, x
′), ∀α ∈ {2,3}, (13)
où ϕ+(x1, x′) désigne la trace de ϕ à droite de {x1} × ′ . Étant donnée une suite de mesures (θε) convergeant *faible-
ment vers θ , on dit qu’une suite de fonction fε converge faiblement vers f suivant le couple (θε, θ) (notation fε
θε,θ
⇀ f ) 
si f ∈ L2θ , supε
∫ | fε|2dθε < +∞, et fεθε converge *faiblement vers f θ . Elle converge fortement (notation fε θε,θ→ f ) si de 
plus limε→0
∫ | fε|2dθε = ∫ | f |2dθ . On sait (voir [1,4,6]) que toute suite ( fε) vériﬁant supε ∫ | fε|2dθε admet une sous-suite 
convergeant faiblement suivant le couple (θε, θ), et que si fε (resp. gε) converge faiblement (resp. fortement) vers f (resp. 
g) suivant (θε, θ), alors limε→0
∫
fε gεdθε =
∫
f g dθ . Par un argument de diagonalisation, on montre l’existence d’une suite 
ϕε(=ϕkεε ) vériﬁant
lim
ε→0
∫

|ϕε −ϕ | dx = 0,
σε11(ϕε)
νε⊗L2,ν⊗L2−−−−−−−−→ (ltr((ϕ))+ 211(ϕ)),
σε1α(ϕε)
νε⊗L2,ν⊗L2−−−−−−−−→ 21α(ϕ) ∀α ∈ {2,3},
ex′(ϕε)
mε⊗L2,m⊗L2−−−−−−−−→ ex′(ϕ). (14)
On prouve que la suite (uε) des solutions de (1) est bornée dans BD() et satisfait
sup
ε>0
∫

|u ′ε|2dmε ⊗L2 +
∫

|uε|dx+
∫

με |e(uε)|2 dx < ∞.
On déduit, à une suite extraite près, les convergences suivantes pour un certain champ u ∈ BDν,m0 ()
lim
ε→0
∫

|uε −u| dx = 0, σε11(uε) νε⊗L
2,ν⊗L2−−−−−−−−⇀ ltr((u))+ 211(u),
σε1α(uε)
νε⊗L2,ν⊗L2−−−−−−−−⇀ 21α(u) ∀α ∈ {2,3}, ex′(uε) mε⊗L
2,m⊗L2−−−−−−−−⇀ ex′(u). (15)
On multiplie (1) par ϕε et on intègre par parties. Après une manipulation élémentaire des termes, il vient :
∫

f ·ϕε dx =
∫

(
1
l+2σε11(uε)σε11(ϕε) +
3∑
α=2
σε1α(uε)σε1α(ϕε)
)
dνε ⊗L2
+
∫

4(l+1)
l+2
3∑
α=2
eαα(uε)eαα(ϕε)+4e23(uε)e23(ϕε)+ 2ll+1
(
e22(uε)e33(ϕε)+e33(uε)e22(ϕε)
)
dmε ⊗L2.
(16)
En passant à la limite ε → 0, compte tenu de (14) et (15), on obtient :
a(u,ϕ) =
∫

u ·ϕ dx.
Comme ϕ = v δ converge fortement vers v dans BDν,m() (espace déduit de BDν,m0 () en supprimant les conditions 
aux limites sur ∂) quand δ → 0, on déduit que u satisfait le problème variationnel
(Peff ) :
⎧⎪⎨
⎪⎩
a(u, v ) =
∫

f · v ∀v ∈ BDν,m0 (),
u ∈ BDν,m(),0
442 M. Bellieud, S. Cooper / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 354 (2016) 437–442équivalent à (7). On établit enﬁn la complétude de BDν,m0 () et la coercivité de a(., .) sur BD
ν,m
0 (), ce qui achève la 
preuve du théorème.
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